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HOJA 6: ESPACIOS EUCLIDEOS

1) Dadas A y B, matrices en el espacio M,,,,,(R), se define (4, B) = traza (A BY). Demuestre que esta
aplicacion cumple las propiedades de un producto escalar. Para el caso m = n = 2 halle la matriz de Gram de
este producto escalar con respecto alabase usual de M, ,,, (R).

2) Encontrar los cosenos de los dngulos entre larecta x; = x, = -+ = x,, y los g/es coordenados de R", con €l
producto escalar usual.

3) End espacio vectorial R® se consideraunabase B = {é;,8é,,é;} y un producto escalar (¥, ), con norma
asociada ||X]| , tal que:
llesll = llesll = 3; llezll = 2; éngulo (é;,é,) =angulo (&,,é;) =% ;  angulo (&, ,é3) = -
a) Hallelamatriz de Gram en la base B.
b) Obtengalamatriz de Gram respecto delabase B = {&, — &5, &, + é;,— &, + &;}.
¢) Encuentre unabase de R? respecto de lacual laexpresion del producto escalar sea:
(X, ¥)=x1y1 + %22 + x3Y3

4 SeaWw =1L ({1u =(1,20,0), 1, =(1,0,0,2), 13 =(1,—-1,-1,2) )} © R* con & producto escalar
usual.

a) Encuentre una base ortonormal de W.
b) Complete la base hallada hasta obtener una base de R*.

5) Halle una base ortonormal de los siguientes subespacios euclideos, y halle los subespacios ortogonales a los
mismos:

aS={(x,y,2z) ER’; x+2y—z=0} conel producto usual de R>.
b) T=L({(1,0,1,0), (0,1,1,0), (0,1,0,—1)}) enR* con el producto usual.

6) Sean {u; = (-2,-1,1), U, = (0,—1,0), i3 = (1,—1,0)} tresvectores de R* linealmente independientes.
Se define un producto escalar en R* de forma que el conjunto anterior sea una base ortonormal. Encuentre la
matriz de este producto escalar con respecto ala base candnica.

7) En R* con € producto escalar usual, halle la proyeccion ortogonal del vector (0,2, 1, —1) sobre el subespacio
U={(x,y,zt)€ER*; x+y=0}.

1 0 0
8) En un espacio vectorial euclideo, cuyo producto escalar tiene como matriz (0 2 —1) en la base
0 -1 2

B = {u,,u,,u3}, encuentre la proyeccion ortogonal de ii; sobre el subespacio L({i; , U, }).

1 1 1
9) Seconsidera en R? el producto escalar que tiene por matriz con respecto a la base canonica (1 2 2) y

1 2 3
sea U={(x,y,2); x=-z=y}.

a) Calcule e angulo que forman los vectores (1,0,0) y (0,1,0).
b) Encuentre unabase de U+.
c) Encuentre la proyeccion ortogonal de (1,—2,0) sobre U+,
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10) En R® se consideran la base canonica B, = {é,,é,,8;} y € producto escalar con su norma asociada, que
verifica: [lef|| = llezll = llesll = 1,y dngulo (€;,€) =60° para i # j,coni,j € {1,2,3}. Sepide:
a) Lamatriz de Gram en labase B.
b) Ladistanciadel punto P = (1,2, 3) a origen.
c) Las ecuaciones de la proyeccion ortogonal delarectax =y = z sobreel plano y = 0.

11) EnR*, con el producto escalar usual, se considera el hiperplano
H=1{(x;,xy x3, ) €E R*; x, — x3— x, =0}.
Se pide:
a) Unabase ortonormal de H.
b) Ladistanciadel vector 04 = (1,0,1,1) & hiperplano H.
c) Laproyeccion sobre H delarecta afin que pasa por lospuntos A = (1,0,1,1) yB = (2,0,0,1).

12) EnR*, con € producto escalar usud, halle ladistanciade (1,0,—1,0) a S = {;igf;; 0"

CaculeS*.

13) Sean P,,: R* - R® la proyeccion ortogonal de R® sobre el planom; = y =0 y PB,:R*->R® la
proyeccion ortogonal de R3 sobreel planom, = y—z = 0.
a) Obtengalamatriz de laaplicacion composicion P,, o P,, enlabase canonicade R3.
b) ¢Es B, ° B, unaproyeccion ortogonal? Justifique la respuesta.
¢) Sea f: R® - R?® unendomorfismo diagonalizable con o(f) = {1, 1;, A, }. Especifique condiciones

necesarias sobre los autovalores de f y los subespacios propios asociados para que se cumnplan las siguientes
afirmaciones:

i) f eshiyectiva.
ii) fesortogonal.

111
14) En R? se considera €l producto escalar (¥,y ) definido por la matriz (1 2 2) con respecto a la base
1 2 3
candnica. Se define f: R > R3 por f (%)= (d,7)b ,con d b € R® dos vectores fijos. Halle los
autovaloresde f, Ker f e Im f. ¢Cudl esel plano ortogonal al vector ¢ = (1,1,0)?



